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1. Resuelva los siguiente ĺımites

a) ĺım
x→1

x− 1√
x + 3− 2

b) ĺım
x→ 1

2
−

2x− 1
4x2 − 4x + 1 c) ĺım

x→0

tan x + sin x

x cos x
d) ĺım

x→−∞

2x√
x2 + 1− x

a) Mediante una racionalización apropiada, el ĺımite puede evaluarse directamente.

ĺım
x→1

x− 1√
x + 3− 2

= ĺım
x→1

(x− 1)(
√

x + 3 + 2)
(x + 3)− 4 = ĺım

x→1

(x− 1)(
√

x + 3 + 2)
x− 1 .

Finalmente,
ĺım
x→1

√
x + 3 + 2 = 4

b) Observemos primero que el denominador asemeja mucho a el cuadrado de una expresión.
En efecto, nótese que 4x2 − 4x + 1 = 4(x− 1/2)2. Operando la expresión,

ĺım
x→ 1

2
−

2x− 1
4x2 − 4x + 1 = ĺım

x→ 1
2

−

2x− 1
4
(
x− 1

2

)2 .

Tomando factor común 2 del numerador, obtenemos

ĺım
x→ 1

2
−

x− 1
2

2
(
x− 1

2

)2 = ĺım
x→ 1

2
−

1
2
(
x− 1

2

) .

Finalmente, como x−1/2→ 0− a medida que x→ (1/2)−, entonces (x−1/2)−1 → −∞,
y por ende

ĺım
x→ 1

2
−

2x− 1
4x2 − 4x + 1 = −∞.
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c) Primero, separemos la expresión en una suma. Como cos x esta definida en 0 y cos x→ 1
a medida que x → 0, la estrategia será utilizar el ĺımite notable sin x/x → 1, x → 0
para simplificar la expresión.

ĺım
x→0

tan x + sin x

x cos x
= ĺım

x→0

( tan x

x cos x
+ sin x

x cos x

)
= ĺım

x→0

sin x

x cos2 x
+ ĺım

x→0

sin x

x cos x
.

Luego,

ĺım
x→0

sin x

x cos2 x
+ ĺım

x→0

sin x

x cos x
= ĺım

x→0

sin x

x
· ĺım

x→0

1
cos2 x

+ ĺım
x→0

sin x

x
· ĺım

x→0

1
cos x

,

y finalmente,

ĺım
x→0

tan x + sin x

x cos x
= ĺım

x→0

sin x

x
· ĺım

x→0

1
cos2 x

+ ĺım
x→0

sin x

x
· ĺım

x→0

1
cos x

= 2.

d) Para simplificar la expresión y evitar errores en los signos, podemos tomar el cambio de
variables u = −x. Obtenemos

ĺım
u→∞

−2u√
u2 + 1 + u

.

Tomando factor común u2 de la ráız, y luego de u en el numerador y denominador,

ĺım
u→∞

−2u√
u2 + 1 + u

= ĺım
u→∞

−2u

u
√

1 + u−2 + u
= ĺım

u→∞

−2√
1 + u−2 + 1

.

El ĺımite puede evaluarse directamente ahora.

ĺım
x→−∞

2x√
x2 + 1− x

= ĺım
u→∞

−2√
1 + u−2 + 1

= −1

2. Sea g una función tal que |g(x)− 2| ≤ 3(x− 1)2 para todo x ∈ R. Hallar

ĺım
x→1

g(x).

Consideremos una función f tal que f(x) = g(x)− 2. Entonces, es claro que

|f(x)| ≤ 3(x− 1)2,

y que por ende
−3(x− 1)2 ≤ f(x) ≤ 3(x− 1)2.

Si ahora consideramos f(x) a medida que x→ 1, tenemos que

ĺım
x→1
−3(x− 1)2 ≤ ĺım

x→1
f(x) ≤ ĺım

x→1
3(x− 1)2.
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Pero como
ĺım
x→1
−3(x− 1)2 = 0 y ĺım

x→1
3(x− 1)2 = 0,

Entonces, de acuerdo al Teorema del Emparedado,

ĺım
x→1

f(x) = 0,

y finalmente, como f(x) = g(x)− 2,

ĺım
x→1

(g(x)− 2) = 0 =⇒ ĺım
x→0

g(x) = 2.

3. Sea f : R→ R la función definida por

f(x) =


x2+3x−4

x3−x2+x−1 , x < 1
ax + b, 1 ≤ x < 2
|x−3|
x+1 , x ≥ 2

Hallar, si es posible, los valores de a y b que hacen a f continua en todo su dominio.

Para garantizar la cotinuidad de f en su dominio, en particular, se deben escoger a y b

tales que
ĺım
x→1

f(x) = f(1) y ĺım
x→2

f(x) = f(2),

condiciones que, de ser supuestas satisfechas, implican la existencia de los ĺımites laterales
respectivos. Ahora, si bien

|x− 3|
x + 1

está definida para x = 2, y además, a y b en principio podŕıan ajustarse para que los ĺımites
laterales existan,

x2 + 3x− 4
x3 − x2 + x− 1

se vuelve indeterminada a medida que x→ 1−. Consideremos entonces

ĺım
x→1−

x2 + 3x− 4
x3 − x2 + x− 1 .

Como tanto el numerador como el denominador se anulan para x = 1, esta ráız corresponde
a un factor (x − 1) en ambas expresiones. Por ende, podemos factorizar x2 + 3x − 4 como
(x− 1)(x + 4) y, luego de una segunda inspección, factorizar a x3−x2 + x− 1 como (x− 1)3.
Entonces, evaluando directamente

ĺım
x→1−

x2 + 3x− 4
x3 − x2 + x− 1 = ĺım

x→1−

x + 4
(x− 1)2 =∞.

Puesto que la expresión tiende al infinito, es imposible hallar valores para a y b tal que
la función sea continua en todo su dominio. De hecho, la función no podŕıa ser continua ni
siquiera si se escogiera un punto después del 1, para que la expresión volviera, por aśı decirlo,
del infinito.
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4. Pruebe que la ecuación x5 + 4x3 − 7x + 14 = 0 tiene al menos una solución real.

Para demostrar esto, basta invocar el Teorema de Valor Intermedio de forma apropiada.
Consideremos que

ĺım
x→∞

x5 + 4x3 − 7x + 14 = ĺım
x→∞

x5(1 + 4x−2 − 7x−4 + 14x−5) =∞,

y que, de igual manera

ĺım
x→−∞

x5 + 4x3 − 7x + 14 = ĺım
x→−∞

x5(1 + 4x−2 − 7x−4 + 14x−5) = −∞.

Si consideramos que f es una función tal que f(x) = x5 + 4x3 − 7x + 14, entonces vemos
por lo anterior que f(x) > 0 a medida que x→∞, y que f(x) < 0 a medida que x→ −∞.
Finalmente, como f es continua, de acuerdo al Teorema de Valor Intermedio existe un c ∈ R
tal que f(c) = 0, lo cual implica que x5 + 4x3 − 7x + 14 = 0 tiene al menos una solución
en R. Esta estrategia es válida para cualquier polinomio de grado impar, y de hecho este
resultado es presentado como un pequeño teorema.

Nota: Este material fue elaborado por Samuel Alonso con ejercicios obtenidos del
segundo parcial de Abril-Julio del 2014 (tipo B), y fue realizado para el uso de toda

la comunidad académica.
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